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1 Wstep

Praca koncentruje sie na zagadnieniu estymacji czestotliwosci maksymalng sygnau
dostarczanego przez przezczaszkowy przep ywomierz dopplerowski, czyli czestotliwosci
dopplerowskiegj odpowiadajacel maksymalnej predko sci przep ywu krwi w badanym naczyniu.

Przezczaszkowy przep ywomierz dopplerowski jest urzadzeniem umozliwigjacym niein-
wazyjny pomiar predkosci przep ywu krwi w naczyniach m zgowych. Koncepcja tego
przyrzadu pojawi asie juz w roku 1960, jednak problemy t echniczne sprawi y, ze pierwsze po-
miary predkosci przep ywu krwi w naczyniach m zgowych przeprowadzono d opiero w 1981
roku (uzyto zreszta do tego przyrzadu skonstruowanego d o pomiaru predkosci przep ywu Krwi
w sercu) [26]. Przyrzad ten przechodzi burzliwy rozw j, p rzy czym jednym z nowszych os-
lagniec Ka przyrzady dostarczajace dwuwymiarowego obrazu roz k adu predkosci przep ywu
krwi [37]. Zesp Aparatury Biocybernetyczneg Instytutu S ystem w Elektronicznych (dawnig
Instytutu Podstaw Elektroniki) Politechniki Warszawskig juz od poczatku lat 80-tych zgj-
muje sie zagadnieniami diagnostyki neurochirurgiczngj, zwiazanymi z problematyka ci snienia
wewnatrzczaszkowego i przep ywu krwi mzgowej. Autor nin igjszej pracy jest zwiazany
z Zespo em Aparatury Biocybernetyczngl od 1989 roku. Prace prowadzone przez Zesp
i innych badaczy wskazyway na to, ze przysz ose naezy do systemw monitorowania
wiel oparametrowego, wykorzystujacych takze sygna pr edkosci przep ywu krwi [36].

Doswiadczenia z pracy z dostepnymi systemami przezczaszkowych przep ywomierzy
dopplerowskich, kt re w wiekszo sci w og le nie dysponoway wyj sciem sygna u maksymal-
neg predkosci przep ywu, badz nie zapewniay dostatecznej jako sci tego sygna u, doprowadzi y
autora do zainteresowania sie problematyka wyznaczania maksymalne predkosci przep ywu
krwi, a przede wszystkim do zwiazanego z tym zagadnienia estymacji maksymalngj czestotli-
WOSCI Sygna u przezczaszkowego przep ywomierza dopplerowskiego, jako parametru pozwal a-
jacego wnioskowae o0 parametrach przep ywu m zgowego [6].

Rozpatrywane w pracy zagadnienia stanowia jedynie waski wycinek szerokig prob-
lematyki zwiazang z ultrasonograa dopplerowska [27] , czy zastosowaniami przezcza-
szkowego przep ywomierza dopplerowskiego [26], [12].

Przedstawione w pracy rozwazania s uza wykazaniu, ze w pewnych warunkach istnigje
mozliwose poprawy w asciwosci dotychczas stosowanych estymator w chwilowe czesto tli-
wosci maksymalng przez wykorzystanie dodatkowych informacji zawartych w caym widmie
sygnau oraz wczesnigjszych i p znigjszych warto sci tej czestotliwosci.
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2 Ceepracy

Celem tg pracy jest zaproponowanie nowych algorytm w esty macji maksymalng czestotli-
wosci W sygnale z przezczaszkowego przep ywomierza dopplerowskiego i analiza ich w as-
ciwosci metodami analitycznymi i symulacyjnymi, por wnanie w asCiwosCi NOWO Opracow-
anych agorytm w z wcze snigjszymi, opublikowanymi w literaturze [7], [20], [25], [39] oraz
zaproponowanie pewnych rozwiazan uk adowych i systemowych, zwiazanych z realizacja pro-
ponowanych algorytm w.

Powaznym problemem przy dopplerowskim pomiarze predko sci przep ywu krwi w naczy-
niach m zgowych jest t umienie sygnau ultradzwiekoweg o przy przejsciu przez kosci cza-
szki. Z obserwacji autora wynika, ze na skutek tego efektu u niekt rych pacjent w nie jest
mozliwe uzyskanie zadowal gjacego stosunku sygna/szum (SNR). Dowol ne zwiekszanie mocy
wiazki ultradzwiekowej w celu zwiekszenia poziomu odb ieranego sygnau nie jest mazliwe,
ze wzgledu na bezpieczenstwo pacjenta. Dlatego wazne jest aby nowe algorytmy dzia ay
poprawnie przy maych wartosciach SNR. Ponadto, poniewaz nowe algorytmy maja znaleze
zastosowanie przede wszystkim w d ugookresowym monitorowaniu przep ywu m zgowego,
dliatego tez g wny nacisk po azono na niewrazliwo se algorytm w na zmiany stosunku syg-
na/szum (na przyk ad na skutek nieznacznych przemieszczen sondy, lub wysychania zelu).
Przep yw krwi w tetnicach m zgowych jest prawie zawsze lam inarny [26, str. 5], co pozwoli o
rozwinae klase algorytm w, w kt rych poprawe w a sciwosci uzyskuje sie dzieki wykorzysta-
niu informacji zawartych w kszta cie ca ego widma gestosci mocy, lub funkcji autokorelacji.
Oczywiscie cena jaka trzeba za to zap aci € jest nieprzydatnose takich algorytm w do analizy
sygna w pozyskiwanych z naczy n, w kt rych przep yw jest silnie turbulentny (na przyk ad z
naczyn silnie zmienionych miazdzycowo).

Druga klasa opracowanych algorytmw wykorzystuje fakt, z e natezenie przep ywu
(wydatek) krwi jest ciaga funkcja czasu, co pozwaa zmn igjszye wariancje estymatora czes-
totliwosci maksymalng przez wykorzystanie faktu, ze wartosci czestotliwosci maksymalng
dlakolgnych fragment w sygna u sa ze soba skorel owane.

Praca koncentruje sie naanalizie gotowego sygnau dopp lerowskiego, w zwiazku z czym
nie aw nig rozpatrywane zagadnienia zwiazane ze szczeg ami konstrukcyjnymi przezcza-
szkowych przep ywomierzy dopplerowskich.

Praca nie zgjmuje sie takze przyrzadami odtwarzajacym i dwuwymiarowy rozk ad predkosci
przep ywu (ang. Flow Mapping TCD) [37] z uwagi naich maa pr zydatnose do ciag ego mon-
itorowania przep ywu m zgowego. Ponadto w teg klasie przyr zad w przewaznie wykorzystuje
sie estymatory srednig czestotliwosci dopplerowskig [19] [13] .
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Przy ocenie poszczeg Inych algorytm w brane sapod uwage nastepujace kryteria:

wariancjai obciazenie danego estymatora

Dazymy do tego, aby uzyskany estymator by nieobciazon y i posiada jak ngimnigjsza
wariancje.

wrazliwose na stosunek sygna/szum analizowanego sygnau

Uzyskany estymator powinien zapewniae dobra estymacje fax, nawet przy maym sto-
sunku sygna/szum. Co wiecej, a gorytm nie powinien wymagac interwencji uzytkownika
przy zmianach stosunku sygna/szum.

Z azono st obliczeniowa

Uzyskany estymator powinien cechowae sie dostatecznie maaz azono scia obliczeniowa,
aby by a mazliwa analiza sygnau w czasie rzeczywistym na dostatecznie tanig plat-
formie sprzetows.

atwose implementagi

Uzyskany estymator powinien pozwalac na atwa implementacje na typowych platfor-
mach sprzetowych - komputer osobisty, procesor sygnaowy, lub specjalizowany uk ad
cyfrowy.
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Obiekt

=1 rozpraszajacy
ultradzwieki

Przetwornik fa
nadawczo-
-odbiorczy f,

Rysunek 3.1. Efekt Dopplera - rozproszenie na ruchomym obiekcie

3 Om wieniepodstawowych zagadnie n zwiazanych z pr zez-
czaszkowym przep ywomierzem dopplerowskim (TCD)

Przezczaszkowy przep ywomierz dopplerowski (ang. Transcrania Doppler - TCD) jest
przyrzadem umazliwigacym nieinwazyjny pomiar predk osci przep ywu krwi, przez wykorzys-
tanie rozpraszaniafali ultradzwiekowe nap ynace kr wi.

Podstawa dziaania przezczaszkowego przep ywomierza do pplerowskiego jest zjawisko
zmiany czestotliwosci fali ultradzwiekowej podczas jg rozpraszania na uno szonych przez prad
krwi krwinkach.

Falaultradzwiekowa o czestotliwo sci 2 MHz (zapewnigace] dobre przenikanie przez tkanke
kostna) jest emitowana przez przy ozony do powierzchni ¢ zaszki przetwornik ultradzwiekowy i
rozpraszana na znajdujacych sie wewnatrz czaszki nieje dnorodnosciach. Efektem rozpraszania
na nieruchomych nigjednorodnosciach (powierzchnie kosci, granice tkanek o r znych warto sci-
ach impedancji akustycznegj) jest falarozproszona o tgf same czestotliwosci. Czestotliwose fali
rozproszong na przemieszczajacych sie nigjednorodno sciach ulega zmianie na skutek efektu
Dopplera(rys. 3.1). Czestotliwose fali odbierang (f») zalezy od czestotliwo sci nadawangj (f1),
predkosci rozchodzenia sie fali ultradzwiekowe w o srodku (c), predkosci przemieszczania sie
obiektu (V) i kata miedzy kierunkiem rozchodzenia sie fali, a kieru nkiem przep ywu krwi (a),
przy czym zaleznose jest opisanar wnaniem (por. np. [26]):

1+v,=C
1 v,=c

fo=1M (3.1)
gdzie v; jest radialna sk adowa predko sci obiektu wzgledem g owicy, opisana zalezno scia:

Vi =V cos(a) (32

Jesli predkose przemieszczania sie obiektu jest znacznie mnigjsza od predkosci roz-
chodzenia sie fali ultradzwiekowsy, r wnanie 3.1 maze my zlinearyzowae, doprowadzajac je
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do postaci:

fo=1f 1+2 V_Cr (3.3)

Przesuniecie czestotliwosci fali ultradzwiekowe (przesuniecie dopplerowskie) jest wiec
proporcjonane do predkosci obiektu odbijajacego badz rozpraszajacego fale:

vcos(a)

f= f2 f]_ =2 fl (3.4)

Mozemy z niego wyprowadzi € wz r na predko se obiektu rozpraszajacego fale ultradzwiekowa:
v=—°¢ 1

2 cos(a) f1

Dla typowych wartosci predkosci przep ywu krwi rzedu 1 m/s i predko sci rozchodzenia sie
ultradzwiek w we krwi oko o 1570 m/s, przesuniecie cze stotliwosci fali dwumegahercowej

(3.5)

wynosi (dlaa =0 ) oko 02,55 kHz.

W praktyce jednak bezposrednie wykorzystanie wyzej opisangl metody pomiaru pre dkosci
przep ywu nie jest mazliwe do badania przep ywu krwi w naczyniach mzgu. Z uwagi na
z azonose struktur anatomicznych ludzkiego m zgu, wiazka ultrad-zwiekowa maoze obgmowae
kilka naczyn, przebiegaacych pod r znymi katami, albo takich, w kt rych krew p yniezrzna
predkoscia. Celem lekarza jest jednak przeprowadzenie pomiaru predkosci przep ywu krwi w
konkretnym naczyniu. Uzycie kierunkowego przetwornika i zogniskowanie wiazki pozwala
ograniczye badany obszar do waskiego stazka, nadal jednak prawdopo dobne jest r wnoczesne
odbieranie fal rozproszonych na krwi p ynacg w rznych n aczyniach, narzne geboko sci.
Aby dodatkowo okreslie g ebokose najakiel mierzonajest predkose przep ywu krwi, wykorzys-
tano metode impulsowa. W tef metodzie fala ultradzwiek owajest emitowanaw postaci kr tkich
paczek. Czas po jakim rozproszona fala powr ci do przetworn ika zalezy od odleg osci miedzy
rozpraszajacym obiektem, a przetwornikiem. W konsekwencji analizujac sygna powracajacy
tylko w pewnym, okreslonym przedziale czasu, ograniczamy radialna wsp rze dna badanego
obszaru. W ten spos b powsta przezczaszkowy przep ywomie rz dopplerowski (TCD), kt rego
schemat blokowy przedstawiony jest na rysunku 3.3.

Sygna o czestotliwosci ultradzwiekowe) f1 jest wytwarzany przez generator fali nosnej.
Ten sam sygna po obnizeniu jego czestotliwo sci jest wykorzystywany do wygenerowania syg-
na w bramki nadajnika (o czasie trwania T,) i odbiornika (o czasie trwania 1) oraz czasu
opznienia 14. Nadanik emituje paczki impuls w ultradzwiekowych o cz estotliwosci f1 i czes-
totliwosci powtarzania fimp. W celu umazliwienia detekcji kwadraturowej, odbierany sygna
jest doprowadzany do dw ch uk ad w mnazacych i mnazony p rzez dwa sygnay o czestotli-
wosci f1, przesuniete wzgledem siebie w fazie o T=2. Sygnay iloczynowe sa nastepnie do-
prowadzane do bramek pr bkujacych odbiornika. Bramki odb iornika sa otwierane po czasie 1q4
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Poziom sygna u nawyjsciu TCD
pochodzacego od obiektu

Ctp

Odleg ose
. obiektu

Rysunek 3.2. Charakterystyka czuosci odleg osciowe) impulsowego przep ywomierza
dopplerowskiego. (Narysunku przedstawiono sytuacje, gdy T,  To. W przeciwnym wypadku
na rysunku nalezy zamieni € migjscami oznaczeniaty i To.)

naczas T, dzieki czemu odbierane jest tylko echo pochodzace od obi ekt w zngdujacych sie w
odleg osci | = ;—g gdzie c jest predkoscia rozchodzenia sie ultradzwiek w w tkance.

(Bywa stosowane takze inne rozwiazanie[11], wkt rymjed enuk ad Quadrature Sampler -
pr bkujacy uk ad kwadraturowy realizujer wnoczesnie funkcje pr bkowaniai mnazenia. Jest
to zrealizowane w ten spos b, zew czasie otwarcia bramki 1, sygna odbierany jest pr bkowany
kilkakrotnie, przy czym momenty pr bkowania w obu torach sa przesuniete wzgledem siebie
0 ;1 Oba te rozwiazania sa jednak r wnowazne, jesli chodzi o w asciwesci uzyskiwanego
sygna u dopplerowskiego).

Z uwagi na niezerowe czasy trwaniaimpuls w bramek nadawcze j i odbiorczych, beda od-
bierane takze, choe s abig, echa pochodzace od obiekt w po azonych niecod al€ i nieco blizg.
Charakterystyka odleg o sciowej czu osci przep ywomierzaimpul sowego bedzie odpowiada a
splotowi impuls w bramkujacych nadajnikai odbiornika, p rzyjmujac dlaimpuls w prostokat-
nych ksztat trapezoidalny (rys. 3.2).

Pe naanaize dziaaniauk adu TCD maznaznalez € w publikacjach [27] i [11]. Na potrzeby
tg pracy wystarczy stwierdzie, ze jesli w dangl chwili t obiekt, rozpraszajacy fale ultra-
dzwiekowa jest odlegy o % +1(t), gdzie A jest d ugoscia fali ultradzwiekowe] w tkance, a
0 1(t) <A=2,toodbierany sygna dopplerowski bedzie mia postae:

X(t) =Bcos 2mfit+ @ (3.6)
Jesli wprowadzimy oznaczenie:
T
o (=" 37)
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To mazemy przedstawi € odbierany sygna w postaci:
X (t) = Bcos(2mfit + ¢ (t)) = Beos2mnfitcosd (t) Psin2mfitsing (t) (3.8)
Po pr bkowaniu kwadraturowym uzyskamy w wczas sygnay - sy nfazowy i kwadraturowy:

| (t) = Beosé () (3.9)
Q)= PBsind(t) (3.10)

Powyzszy opis sygna u zostani e wykorzystany w wyprowadzeniu model u niestacjonarnego syg-
na u dopplerowskiego.

Jesli za ozymy, ze wszystkie obserwowane obiekty poruszaj a sie w kierunku do g owicy,
lub od g owicy, to mazna wykorzystae tylko jeden z tych sygna w. Je sli jednak chcemy odd-
zielie sygnay pochodzace od obiekt w zblizgjacych sedog owicy od sygna w pochodzacych
od obiekt w oddalgjacych sie od g owicy, to musimy wykorz ystac oba sygnay - synfazowy i
kwadraturowy.

Mozemy to zrobie, traktujac je jak sk adowa rzeczywista (1 (t))i urojoma (Q(t)) pewnego
sygna u zespolonego, kt rego czestotliwo se jest wieksza od zera dla obiekt w zblizgjacych sie
do g owicy, amnigjsza od zera dla obiekt w oddalgjacych si e od g owicy. W ten spos b, wyz-
naczajac dyskretna transformate Fouriera takiego sygn a u zespolonego, uzyskujemy oddzielnie
widmo sygna w pochodzacych od obiekt w oddalgjacych s e od g owicy, a oddzielnie widmo
sygna w pochodzacych od obiekt w zblizajacych sedo g owicy.

Mazemy takze uzyskae w postaci analogowe rozdzielone sygnay przep ywu w prz d i
wstecz, jesli przeprowadzimy pewna dodatkowa obr bke sygna u.

W ponizszych rozwazaniach wykorzystamy kolgna wan a ceche przezczaszkowego
przep ywomierza dopplerowskiego: mimo iz jest to uk ad ni eliniowy (realizowane saw nim
nieliniowe operacje mnazeniai pr bkowania) to jednak spe nia on zasade superpozycji w tym
sensie, ze sygna wyjsciowy jest superpozycja sygna w uzyskiwanych od poszcz eg Inych
obiekt w rozpraszgjacych fale ultradzwiekowe.

Rozwazmy obiekt poruszajacy sie do g owicy z pewna pre dkosciaradialma vy1. Sk adowe
sygna w kwadraturowego i synfazowego pochodzace od tego obiektu beda opisane r wnani-

ami:
41t
l1(t) = Bacos $1(0) c (3.11)
Q= Bisn gy T (3.12)
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Uwzglednigjac odpowiednio parzysto se i nieparzystose funkcji cosinusi sinus mazemy zapisae
ter wnaniaw postaci:

L) =Picos  §a(0)+ T (3.13)
Q) =Pisin  a(0)+ et (3.14)

c

Przepusemy sygna kwadraturowy przez uk ad przesuwagjacy faze sy gnau o 1=2 w szerokim
zakresie czestotliwosci i 0znaczmy uzyskany w ten sposb sygna Q (t).

4T1Vr; 1t

l1(t) =B1cos  ¢1(0)+ c

(3.15)

4T|.Vr; ]_t
C

Qi (t) =Bicos  ¢1(0)+

=11 (t) (3.16)

Dla podobnego obiektu, poruszajacego siew kierunku od g owicy z predko sciaradialna vy:»
uzyskamy:

o (t) = B2cos 2(0) + 4“‘(’;”2t (3.17)
Q)= Besin $o(0)+ T2 (318)
A po przesunieciu fazy sygnau Q(t):

(1) = Bocos h(0) + V2t (3.19)
Q)= Bocos 40+ T2 = 1) (3.20)

Wypadkowe sygnay lw(t) i Q,, (t) beda opisane r wnaniami:
() = 11 () + 12 (1) (3.21)
Qut) =Q (M) +Qx(®) =11(t) 12(t) (3.22)

W takim razie sumai r znicatych sygna w bedar wne odpo  wiednio:

() +Q, (t) = 211 (1) (3.23)
w(t) Qu ) =2l2(t) (3.24)

CO 0znacza, ze mazliwe jest rozdzielenie sygna w predk osci przep ywu do przodu i wstecz.
Uk ad wszechprzepustowy przesuwajacy faze sygnau o  1=2 dla wszystkich czestotli-
wosci by by uk adem nieprzyczynowym, a przez to niemazliwym do realizacji, wystarczgjace
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jest jednak wykorzystanie dwukana owego uk adu, w kt rym p rzesuniecie fazy obu kana w

rzniseo T1=2. Przez jeden kana takiego uk adu przepuszczamy sygna | (t), aprzez drugi -
sygna Q(t). Uk ad taki mozna zrealizowae na przyk ad w spos b opisany w [29, rozdz. 7.4.1]

(w przypadku realizacji cyfrows)).

Schemat blokowy przezczaszkowego przep ywomierza dopplerowskiego przedstawiono na
rysunku 3.3.
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Rysunek 3.3. Schemat blokowy przezczaszkowego przep ywomierza dopplerowskiego, na pod-

stawie[27] i [11].
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4 W asciwosci i model sygna u z przezczaszkowego przep y-
womier za dopplerowskiego

W tym rozdziale zostana om wione w a Ssciwosci sygnau uzyskiwanego z przezczaszkowego
przep ywomierza dopplerowskiego oraz sformu owany bedzie model pozwalgjacy uzyskiwae
syntetyczny sygna dopplerowski o zadanych w asciwosciach.

4.1 Powstawaniesygna u dopplerowskiegoijego w asciwosci statystyczne

Zagadnienia rozpraszania fal ultradzwiekowych na krwi by y juz rozwazane przez Angelsena
[23] oraz przez Mo i Cobbold a[5]; w te pracy przedstawi em jednak w asma anadlize w as-
ciwosci sygna u dopplerowskiego, ograniczona jedynie do badania zwiazku miedzy pro lem
predkosci przep ywu krwi, a widmem gestosci mocy sygna u dopplerowskiego. Pozwoli o to
uproscie rozwazania, atakze umazliwi o sformu owanie podstaw model u niestacjonarnego syg-
na u dopplerowskiego.

Rozproszona fala ultradzwiekowa odbierana przez przetw ornik odbiorczy stanowi super-
pozycje fal rozproszonych na poszczeg Inych nigjednorod nosciach tkanek przez kt re prze-
chodzi fala. W szczeg Ino sci, w przypadku krwi takimi nigjednorodnosciami sa krwinki czer-
wone.

Krwinki czerwone maja ksztat dwuwkles ych sp aszczony ch dysk w o srednicy oko 0 7,5

m i grubosci okoo 2 m [38]. Jeden milimetr szescienny krwi zawiera przecietnie oko o
5.000.000 krwinek czerwonych, przy czym oczywiscie ilose ta podlega pewnym losowym uk-
tuacjom. Z uwagi na dobre przenikanie przez kosci czaszki, przezczaszkowy przep ywomierz
dopplerowski wykorzystuje ngjczesciej fale o czestotliwosci 2 MHz, majaca (przy predko sci
rozchodzenia sie ultradzwiek w we krwi ¢ 1570m=s) dugose A 785 m.

Jesli uwzglednimy, ze pr bkakrwi, z kt regj odbierany jests ygna (por. rys. 4.1) masrednice
przynajmnigj 3-4 mm (zalezy to od g eboko sci, poniewaz g owica ultradzwiekowa jest najcze s-
cigl zogniskowana na stae, na g ebokose oko o 50 mm), a d ugose od 5 do 12 mm [26], to
oczywiste sie stanie, ze w powstawaniu Sygna u dopplerow skiego bardzo wazma role odgrywa
interferencjafal rozproszonych na duzej liczbie krwinek, lub ich grup.

Aby przeanalizowae powstawanie rozproszone fali ultradzwiekowej, rozwazmy najpierw
fragment analizowanej pr bki, w kt rym krwinki poruszaja sie z taka sama predko scia (p zniegj
ustalimy jak wyodrebnice takie fragmenty). Podzielmy ten fragment pr bki krwi na e I-
ementarne szesciany 0 dugosci krawedzi rwng A=20 = 39;25 m. Poniewaz fragment
ten ma wielkose znacznie mnigjsza od d ugosci fali, mazemy go potraktowae jako zr d o
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fali rozproszong o fazie zalezng od odleg osci od przetwornika i pewnej losowe ampli-
tudzie. Amplituda fali rozproszongj natakim szescianie elementarnym zalezy od ilo sci za-
wartych w nim krwinek czerwonych (srednio taki szescian powinien zawierae (39;25 m)°

5:000:000krwinek=mm3  300krwinek) , oraz od tego w jaki sposb sa one uozone. Dla

naszych rozwazan wystarczy jednak, ze amplitude te potraktujemy jako pe wna zmiennalosowa,
przyjmujaca warto sci ze zbioru R*. Dok adne informacje o rozk adzie tej zmienngj nie beda
nam potrzebne, wystarczy wiedziee, ze amplituda fali rozproszong na sze scianie elemen-
tarnym ma pewna warto sc oczekiwana (oznaczmy ja Ag) | Wariancje (oznaczmy ja DZ), co
wynika z ograniczonosci amplitudy fali rozproszonejl. Zak adamy, ze amplitudy fali rozpros-
zong na poszczeg Inych sze scianach e ementarnych sazmiennymi losowymi niezalez nymi.
Zaazenie to mazna uzasadni € tym, ze rozmiary szescianu elementarnego sa znacznie wiek-
sze od rozmiar w pojedyncze krwinki, badz typowych agre gat w krwinek oraz duza ilo scia
krwinek zawartych w takim szescianie. Oczywiscie za ozenie to bedzie tym lepigl spe nione
im wiekszy sze scian elementarny uwzglednimy, jednak wtedy jego rozmiary zaczma bye
por wnywalne z d ugo sciafali.

Podejscie Angelsena [23] mozemy traktowae jako przypadek szczeglny, dla d ugo sci
krawedzi szescianu elementarnego dezacej do zera. Oczywi scie spowodowa o to koniecznose
uwzglednienia przestrzenngl korelacji amplitudy fal pochodzacych od sasiednich obszar w
strumienia krwi.

Podejscie przedstawione w tg pracy jest pewnym przyblizeniem, pozwoli o ono jednak
Znacznie uproscie obraz zjawiska powstawania rozproszongj fali ultradzwiekowse), a uzyskane
wyniki swiadcza o zachowaniu dobrej zgodnosci z zyczna rzeczywisto scia.

Strefe strumienia krwi o jednakowej predko sci przep ywu podzielmy na fragmenty o d u-
gosci A=2, kt re nastepnie podzielimy na dwa segmenty o d ugo sci A=4 oznaczone | i Il
(rys. 4.1). Dla kazdego sze scianu elementarnego naezacego do segmentu |, maze my
w wczas znalez € szescian nalezacy do segmentu 1l , dajacy fale o przeciwn ¢ fazie. Oczy-
wiscie musimy uwzgledni € to, ze d ugose pr bki krwi, z kt regf odbieramy sygna z reguy nie
jest r wna cakowite wielokrotno sci d ugosci fali. Jednak taka nadmiarowa warstwa ma
grubose nie wiekszaniz A=4  0;196mm, co w przypadku grubosci ca g pr bki wynoszacel 5
mm stanowi niecae 4% jg d ugosci. Pozatym fakt, ze granice strefy, z kt ref odbierany je st
sygna nie sa ostre, co wiaze sie z ksztatem charaktery styki czu o sci odleg osciowegl TCD
(rys. 3.2) oraz istnieniem pewnego skonczonego czasu harastaniai wybrzmiewanianadawanego
sygna u ultradzwiekowego [27, rozdz. 11.3], wp ywa nha dalsze zmnigjszenie wp ywu takich

LFunkcja ograniczona jest cakowalnai cakowalna z kwadratem, z czego wynika istnienie wartosci oczeki-
wane i wariancji
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k warstw o grubosci A=2
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. kazdazawieran sze scian w elementarnych

! A=4 ! A=4 !
Segment A Segment B

Rysunek 4.1. Podzia warstwy krwi na sze sciany elementarne
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ko ncowych warstw.

Amplituda superpozycji fal pochodzacych od pary sze scian w elementarnych nalezacych
dowarstw | i Il , bedziew wczas zmienmalosowaprzyj mujacawartosci ze zbioru R, 0 ze-
rowej wartosci oczekiwangj i dwukrotnie wiekszej wariancji (2 D%).

Poniewaz za ozyli smy, ze amplitudy fal rozproszonych na poszczeg Inych sze scianach sa
niezalezne, wiec takze amplitudy fal rozproszonych nap oszczeg Inych parach sze scian w beda
niezalezne. Amplitudafali pochodzace] od ca g pary war stw bedzie sumazmiennych losowych
o0 jednakowych rozk adach, awiec, zgodnie z centralnym twi erdzeniem granicznym bedzie ona
miaarozk ad normalny N(0;  2nD2).

Zeby uzyskae rozk ad amplitudy i fazy (czyli amplitudy zespolongj) fali rozproszoneg na
ca g parze warstw, musimy uwzgledni € zaleznosci fazowe.

Ponumerujmy poszczeg Ine warstwy od 1 do m, przyjmujac r wnocze snie, ze za zerowe
przesuniecie fazy uznajemy to, kt re odpowiada warstwie 0 numerze 1. Fala rozproszona na
i-tg) parze warstw bedzie wiec opisanar wnaniem:

Xi(t) = A cos(wt + i) (4.1)

gdzie ¢; = w
W takim razie fala rozproszona na parze segmentw | i Il , bedaca superpozycja fal

pochodzacych od poszczeg Inych par warstw bedzie opisan ar wnaniem:
m m
Xw(t) =) Xi(t)= > Ai cos(uwx+¢i) (4.2)
0= 2%0=2 |

Przedstawmy ten sygna jako sume dw ch sk adowych: sinuso idalng (kwadraturowej) i cosi-
nusoidalng (synfazowsy):

Xw(t) = Iy cos(ut) +Qy sin(wt) (4.3)
Poniewaz:
cos(wt + ¢j) = cos(wt) cosd; sin(wt) sing; (4.9)
Otrzymujemy:
w= .ZlA; coso; (4.5)
Qu=Y A snd: (46)
i=1

Oczywiscieamplitudy Qy i Iy satakze zmiennymi losowymi, przyjmujacymi warto sci ze zbioru
RL. Poniewaz wartosci amplitud sk adowych A; od poszczeg Inych par warstw sa niezalezne,
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zmienne losowe Iy, i Qy jako sumy niezaleznych zmiennych losowych o rozk adzie normal-
nym (por. rwn. 4.6 i 4.5) takze beda miay rozk ad normal ny. Aby miee pe na informacje
o ich acznym rozk adzie, wystarczy wiec wyznaczy € ich wartosci oczekiwane, wariancje i
wsp czynnik korelagji.

Wartosci oczekiwane zmiennych |y, i Q, sa okreslone wzorami:

1
E()=E 5 A cosh = 3 E(A cost) =E(A) S s =0 (@47)
|

EQ)=E I A b =3 E(N Sng)=EM) S =0 (49

Wartosci oczekiwane obu tych zmiennych losowych sawiec zerowe.
Wariancje zmiennych losowych |, | Qy sa okreslone r wnaniami:

D) =E QF =3 E Alwdh =5 ooty EAD ZEWD S ooty (49)

Poniewaz: E(A%) = 2nD%

m m 1 1
cos’ §; = ~+Z cos(20) (4.10)
i= = 2 2
Twierdzenie pomocnicze
Udowodnimy, ze:
~ m 211
cos— =0 (4.11)
m2z i= m
m 2
oraz AN m o
sn<™ —o (4.12)
m2Z i= m
m 2
Dow d:
Rozwazmy ciag geometryczny:
- oni 21 . 21
a=e™ =cos"- + jcos‘— (4.13)
m m

Sumam pierwszych wyraz w tego ciagu jest r wna:

M ol e w1 e2T 11
Yelm=ens — L =dn-— _=dn = " =0 (4.14)
i=1 1 em 1 em 1 em
Sume te mozemy jednak takze przedstawi € w postaci:
m m
Zlcoszmm+j ZsinZTu'm (4.15)
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Zerowa wartose sumy oznacza zerowanie sie zar wno jg cze sci rzeczywiste, jak i urojongj, a
wiec prawdziwose r wno sci 4.11 1 4.12.

Uwzgledniajac zalezno se 4.11, mozemy zr wna A 4.9 i 4.10 wyprowadzi€ zaleznose:
D?(ly) = nmD%, (4.16)

| dentyczna wartose otrzymalibysmy dla D2(Qu)

Ostatnim parametrem acznego rozk adu zmiennych Iy, i Qu jest ich korelacja.
|

Bl QU =E Y (A cosp) 3 (A Snd) =

=E AiAjcospising; =
2,2, ’

i glE(AiAj) cospising; (4.17)
= J:

Poniewaz dlai & j zmiennelosoweA; i Aj saniezalezne, mazemy pomina € wszystkie sk adniki
zawiergjaceiloczyny Ay Aj dlai & .

E(lw Quw) = .Zm\E(AiAi)cosq)i sng; = E(A,-Z) .isinzq)i =2nv .isinz—r::j (4.18)

Korzystajac z udowodniong poprzednio zalezno sci 4.12 uzyskujemy E(lyy Qw) = 0, czyli zmi-
enne losowe |y, | Qy Saniezalezne.

Ostatecznie otrzymujemy wiec wniosek, ze zmienne losowe |y, i Qu sa niezaleznymi zmi-
ennymi losowymi o rozk adzie normalnym N(O; pM)

Amplitudy sk adowych: sinusoidalng (kwadraturowsj) i cosinusoidalng (synfazowej) fali
rozproszonej nacae pr bece krwi, zawiergjacel k blok w beda wiec niezaleznymi zmiennymi
losowymi o rozk adzie normalnym N(O; We). Poniewaz iloczyn nkm jest proporcjon-
alny do objetosci pr bki, ostatecznie mazemy stwierdzi €, ze amplitudy sk adowych: synfa-
zows | kwadraturowej fali rozproszonegj na pr bece krwi san iezaleznymi zmiennymi losowymi
orozk adzie normalnym, zerowej wartosci oczekiwanej i wariancji proporcjonalnegj do objetosci
pr bki.

4.2 Prol predko sci przep ywu krwi w naczyniach

Przy zaazeniu cylindrycznego ksztatu naczynia, predk ose przep ywu krwi jest funkcja
odleg osci od srodka naczynia (rys. 4.2). Przyjmowana jest ([3], [5], [9], [34], [41], [40Q])
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