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Spis oznacze ·n u�zytych w pracy

N Zbiór liczb naturalnych

R Zbiór liczb rzeczywistych

R+ Zbiór liczb rzeczywistych nieujemnych

Z Zbiór liczb ca�kowitych

D2 (X) Wariancja zmiennej losowej X

E (X) Warto·s·c oczekiwana zmiennej losowej X

N (m;σ) Rozk�ad normalny o warto·sci oczekiwanej m i odchyleniu standardowym σ

R Funkcja autokorelacji sygna�u losowego

S (ω) Widmowa g�esto ·s·c mocy sygna�u losowego

S Sca�kowana widmowa g�esto ·s·c mocy sygna�u losowego

σX Odchylenie standardowe zmiennej losowej X

α K �at mi�edzy kierunkiem propagacji nadawanej wi �azki ultr ad·zwi�ekowej,

a kierunkiem przep�ywu krwi. Ponadto oznaczenie poziomu progowego w per-

centylowej metodzie estymacji cz�estotliwo ·sci maksymalnej.

β;γ;ξ Sta�e wspó�czynniki, chwilowo wprowadzane dla uproszczen ia zapisu równa ·n.

f Cz�estotliwo ·s·c

fmax Cz�estotliwo ·s·c maksymalna sygna�u dopplerowskiego

fN Cz�estotliwo ·s·c Nyquista sygna�u spróbkowanego

ϕ Przesuni�ecie fazowe

I Sk�adowa synfazowa sygna�u dopplerowskiego po demodulacji kwadraturowej

P Moc sygna�u

Ptot Ca�kowita moc sygna�u
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Q Sk�adowa kwadraturowa sygna�u dopplerowskiego po demodulacji kwadratur-

owej

r Promie·n cylindrycznej warstwy krwi, lub odleg�o·s·c próbki krwi od ·srodka

naczynia

R Promie·n naczynia w którym p�ynie krew

v Pr�edko ·s·c obiektu rozpraszaj �acego, lub odbijaj �acego fal�e ultra d·zwi�ekow �a

c Pr�edko ·s·c rozchodzenia si�e fali ultrad·zwi�ekowej w o ·srodku

V Obj�eto ·s·c pewnej próbki krwi

X Zespolony sygna� dopplerowski, otrzymywany po detekcji kwadraturowej

X (t) = I (t)+ iQ(t)
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1 Wst�ep

Praca koncentruje si�e na zagadnieniu estymacji cz�estotl iwo·sci maksymalnej sygna�u

dostarczanego przez przezczaszkowy przep�ywomierz dopplerowski, czyli cz�estotliwo ·sci

dopplerowskiej odpowiadaj �acej maksymalnej pr�edko ·sci przep�ywu krwi w badanym naczyniu.

Przezczaszkowy przep�ywomierz dopplerowski jest urz �adzeniem umo�zliwiaj �acym niein-

wazyjny pomiar pr�edko ·sci przep�ywu krwi w naczyniach mózgowych. Koncepcja tego

przyrz �adu pojawi�a si�e ju�z w roku 1960, jednak problemy t echniczne sprawi�y, �ze pierwsze po-

miary pr�edko ·sci przep�ywu krwi w naczyniach mózgowych przeprowadzono d opiero w 1981

roku (u�zyto zreszt �a do tego przyrz �adu skonstruowanego d o pomiaru pr�edko ·sci przep�ywu krwi

w sercu) [26]. Przyrz �ad ten przechodzi� burzliwy rozwój, p rzy czym jednym z nowszych os-

i �agni�e ·c s �a przyrz �ady dostarczaj �ace dwuwymiarowego obrazu roz k�adu pr�edko ·sci przep�ywu

krwi [37]. Zespó� Aparatury Biocybernetycznej Instytutu S ystemów Elektronicznych (dawniej

Instytutu Podstaw Elektroniki) Politechniki Warszawskiej ju�z od pocz �atku lat 80-tych zaj-

muje si�e zagadnieniami diagnostyki neurochirurgicznej, zwi �azanymi z problematyk �a ci ·snienia

wewn �atrzczaszkowego i przep�ywu krwi mózgowej. Autor nin iejszej pracy jest zwi �azany

z Zespo�em Aparatury Biocybernetycznej od 1989 roku. Prace prowadzone przez Zespó�

i innych badaczy wskazywa�y na to, �ze przysz�o ·s·c nale�zy do systemów monitorowania

wieloparametrowego, wykorzystuj �acych tak�ze sygna� pr�edko·sci przep�ywu krwi [36].

Do·swiadczenia z pracy z dost�epnymi systemami przezczaszkowych przep�ywomierzy

dopplerowskich, które w wi�ekszo ·sci w ogóle nie dysponowa�y wyj ·sciem sygna�u maksymal-

nej pr�edko ·sci przep�ywu, b �ad·z nie zapewnia�y dostatecznej jako ·sci tego sygna�u, doprowadzi�y

autora do zainteresowania si�e problematyk �a wyznaczania maksymalnej pr�edko ·sci przep�ywu

krwi, a przede wszystkim do zwi �azanego z tym zagadnienia estymacji maksymalnej cz�estotli-

wo·sci sygna�u przezczaszkowego przep�ywomierza dopplerowskiego, jako parametru pozwala-

j �acego wnioskowa ·c o parametrach przep�ywu mózgowego [6].

Rozpatrywane w pracy zagadnienia stanowi �a jedynie w �aski wycinek szerokiej prob-

lematyki zwi �azanej z ultrasonogra� �a dopplerowsk �a [27] , czy zastosowaniami przezcza-

szkowego przep�ywomierza dopplerowskiego [26], [12].

Przedstawione w pracy rozwa�zania s�u�z �a wykazaniu, �ze w pewnych warunkach istnieje

mo�zliwo ·s·c poprawy w�a·sciwo·sci dotychczas stosowanych estymatorów chwilowej cz�esto tli-

wo·sci maksymalnej przez wykorzystanie dodatkowych informacji zawartych w ca�ym widmie

sygna�u oraz wcze·sniejszych i pó·zniejszych warto ·sci tej cz�estotliwo ·sci.
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2 Cele pracy

Celem tej pracy jest zaproponowanie nowych algorytmów esty macji maksymalnej cz�estotli-

wo·sci w sygnale z przezczaszkowego przep�ywomierza dopplerowskiego i analiza ich w�a·s-

ciwo·sci metodami analitycznymi i symulacyjnymi, porównanie w� a·sciwo·sci nowo opracow-

anych algorytmów z wcze ·sniejszymi, opublikowanymi w literaturze [7], [20], [25], [39] oraz

zaproponowanie pewnych rozwi �aza ·n uk�adowych i systemowych, zwi �azanych z realizacj �a pro-

ponowanych algorytmów.

Powa�znym problemem przy dopplerowskim pomiarze pr�edko ·sci przep�ywu krwi w naczy-

niach mózgowych jest t�umienie sygna�u ultrad·zwi�ekoweg o przy przej·sciu przez ko·sci cza-

szki. Z obserwacji autora wynika, �ze na skutek tego efektu u niektórych pacjentów nie jest

mo�zliwe uzyskanie zadowalaj �acego stosunku sygna�/szum (SNR). Dowolne zwi�ekszanie mocy

wi �azki ultrad·zwi�ekowej w celu zwi�ekszenia poziomu odb ieranego sygna�u nie jest mo�zliwe,

ze wzgl�edu na bezpiecze ·nstwo pacjenta. Dlatego wa�zne jest aby nowe algorytmy dzia�a�y

poprawnie przy ma�ych warto·sciach SNR. Ponadto, poniewa�z nowe algorytmy maj �a znale·z·c

zastosowanie przede wszystkim w d�ugookresowym monitorowaniu przep�ywu mózgowego,

dlatego te�z g�ówny nacisk po�o�zono na niewra�zliwo ·s·c algorytmów na zmiany stosunku syg-

na�/szum (na przyk�ad na skutek nieznacznych przemieszcze ·n sondy, lub wysychania �zelu).

Przep�yw krwi w t�etnicach mózgowych jest prawie zawsze lam inarny [26, str. 5], co pozwoli�o

rozwin �a ·c klas�e algorytmów, w których popraw�e w�a ·sciwo·sci uzyskuje si�e dzi�eki wykorzysta-

niu informacji zawartych w kszta�cie ca�ego widma g�esto ·sci mocy, lub funkcji autokorelacji.

Oczywi·scie cen �a jak �a trzeba za to zap�aci ·c jest nieprzydatno·s·c takich algorytmów do analizy

sygna�ów pozyskiwanych z naczy ·n, w których przep�yw jest silnie turbulentny (na przyk�ad z

naczy·n silnie zmienionych mia�zd�zycowo).

Druga klasa opracowanych algorytmów wykorzystuje fakt, �z e nat�e�zenie przep�ywu

(wydatek) krwi jest ci �ag� �a funkcj �a czasu, co pozwala zmn iejszy·c wariancj�e estymatora cz�es-

totliwo·sci maksymalnej przez wykorzystanie faktu, �ze warto ·sci cz�estotliwo ·sci maksymalnej

dla kolejnych fragmentów sygna�u s �a ze sob �a skorelowane.

Praca koncentruje si�e na analizie �gotowego� sygna�u dopp lerowskiego, w zwi �azku z czym

nie s �a w niej rozpatrywane zagadnienia zwi �azane ze szczeg ó�ami konstrukcyjnymi przezcza-

szkowych przep�ywomierzy dopplerowskich.

Praca nie zajmuje si�e tak�ze przyrz �adami odtwarzaj �acym i dwuwymiarowy rozk�ad pr�edko ·sci

przep�ywu (ang. Flow Mapping TCD) [37] z uwagi na ich ma� �a pr zydatno·s·c do ci �ag�ego mon-

itorowania przep�ywu mózgowego. Ponadto w tej klasie przyr z �adów przewa�znie wykorzystuje

si�e estymatory ·sredniej cz�estotliwo ·sci dopplerowskiej [19] [13] .
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Przy ocenie poszczególnych algorytmów brane s �a pod uwag�e nast�epuj �ace kryteria:

� wariancja i obci �a�zenie danego estymatora

D �a�zymy do tego, aby uzyskany estymator by� nieobci �a�zon y i posiada� jak najmniejsz �a

wariancj�e.

� wra�zliwo ·s·c na stosunek sygna�/szum analizowanego sygna�u

Uzyskany estymator powinien zapewnia·c dobr �a estymacj�e fmax, nawet przy ma�ym sto-

sunku sygna�/szum. Co wi�ecej, algorytm nie powinien wymaga·c interwencji u�zytkownika

przy zmianach stosunku sygna�/szum.

� z�o�zono ·s·c obliczeniowa

Uzyskany estymator powinien cechowa·c si�e dostatecznie ma� �a z�o�zono ·sci �a obliczeniow �a,

aby by�a mo�zliwa analiza sygna�u w czasie rzeczywistym na d ostatecznie taniej plat-

formie sprz�etowej.

� �atwo·s·c implementacji

Uzyskany estymator powinien pozwala·c na �atw �a implementacj�e na typowych platfor-

mach sprz�etowych - komputer osobisty, procesor sygna�owy, lub specjalizowany uk�ad

cyfrowy.
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ultrad·zwi�ekicf2

f1
α

v

Rysunek 3.1. Efekt Dopplera - rozproszenie na ruchomym obiekcie

3 Omówienie podstawowych zagadnie ·n zwi �azanych z przez-

czaszkowym przep�ywomierzem dopplerowskim (TCD)

Przezczaszkowy przep�ywomierz dopplerowski (ang. Transcranial Doppler - TCD) jest

przyrz �adem umo�zliwiaj �acym nieinwazyjny pomiar pr�edk o·sci przep�ywu krwi, przez wykorzys-

tanie rozpraszania fali ultrad·zwi�ekowej na p�yn �acej kr wi.

Podstaw �a dzia�ania przezczaszkowego przep�ywomierza do pplerowskiego jest zjawisko

zmiany cz�estotliwo ·sci fali ultrad·zwi�ekowej podczas jej rozpraszania na uno szonych przez pr �ad

krwi krwinkach.

Fala ultrad·zwi�ekowa o cz�estotliwo ·sci 2 MHz (zapewniaj �acej dobre przenikanie przez tkank�e

kostn �a) jest emitowana przez przy�o�zony do powierzchni c zaszki przetwornik ultrad·zwi�ekowy i

rozpraszana na znajduj �acych si�e wewn �atrz czaszki nieje dnorodno·sciach. Efektem rozpraszania

na nieruchomych niejednorodno·sciach (powierzchnie ko·sci, granice tkanek o ró�znych warto ·sci-

ach impedancji akustycznej) jest fala rozproszona o tej samej cz�estotliwo ·sci. Cz�estotliwo ·s·c fali

rozproszonej na przemieszczaj �acych si�e niejednorodno ·sciach ulega zmianie na skutek efektu

Dopplera (rys. 3.1). Cz�estotliwo ·s·c fali odbieranej ( f2) zale�zy od cz�estotliwo ·sci nadawanej ( f1),

pr�edko ·sci rozchodzenia si�e fali ultrad·zwi�ekowej w o ·srodku (c), pr�edko ·sci przemieszczania si�e

obiektu (v) i k �ata mi�edzy kierunkiem rozchodzenia si�e fali, a kieru nkiem przep�ywu krwi (α),

przy czym zale�zno ·s·c jest opisana równaniem (por. np. [26]):

f2 = f1 �
1+ vr=c
1 � vr=c

(3.1)

gdzie vr jest radialn �a sk�adow �a pr�edko ·sci obiektu wzgl�edem g�owicy, opisan �a zale�zno ·sci �a:

vr = v � cos(α) (3.2)

Je·sli pr�edko ·s·c przemieszczania si�e obiektu jest znacznie mniejsza od pr �edko ·sci roz-

chodzenia si�e fali ultrad·zwi�ekowej, równanie 3.1 mo�ze my zlinearyzowa·c, doprowadzaj �ac je

14



do postaci:

f2 = f1 �
�

1+2 �
vr

c

�
(3.3)

Przesuni�ecie cz�estotliwo ·sci fali ultrad·zwi�ekowej (przesuni�ecie dopplerowskie ) jest wi�ec

proporcjonalne do pr�edko ·sci obiektu odbijaj �acego b �ad·z rozpraszaj �acego fal�e:

f = f2 � f1 = 2 � f1
vcos (α)

c
(3.4)

Mo�zemy z niego wyprowadzi ·c wzór na pr�edko ·s·c obiektu rozpraszaj �acego fal�e ultrad·zwi�ekow �a:

v =
c

2 � cos(α)
�

f
f1

(3.5)

Dla typowych warto·sci pr�edko ·sci przep�ywu krwi rz�edu 1 m/s i pr�edko ·sci rozchodzenia si�e

ultrad·zwi�eków we krwi oko�o 1570 m/s, przesuni�ecie cz�e stotliwo·sci fali dwumegahercowej

wynosi (dla α = 0�) oko�o 2,55 kHz.

W praktyce jednak bezpo·srednie wykorzystanie wy�zej opisanej metody pomiaru pr�e dko·sci

przep�ywu nie jest mo�zliwe do badania przep�ywu krwi w nacz yniach mózgu. Z uwagi na

z�o�zono ·s·c struktur anatomicznych ludzkiego mózgu, wi �azka ultrad·zwi�ekowa mo�ze obejmowa ·c

kilka naczy·n, przebiegaj �acych pod ró�znymi k �atami, albo takich, w kt órych krew p�ynie z ró�zn �a

pr�edko ·sci �a. Celem lekarza jest jednak przeprowadzenie pomiaru pr�edko ·sci przep�ywu krwi w

konkretnym naczyniu. U�zycie kierunkowego przetwornika i zogniskowanie wi �azki pozwala

ograniczy·c badany obszar do w �askiego sto�zka, nadal jednak prawdopo dobne jest równoczesne

odbieranie fal rozproszonych na krwi p�yn �acej w ró�znych n aczyniach, na ró�znej g��eboko ·sci.

Aby dodatkowo okre·sli·c g��eboko ·s·c na jakiej mierzona jest pr�edko ·s·c przep�ywu krwi, wykorzys-

tano metod�e impulsow �a. W tej metodzie fala ultrad·zwi�ek owa jest emitowana w postaci krótkich

paczek. Czas po jakim rozproszona fala powróci do przetworn ika zale�zy od odleg�o ·sci mi�edzy

rozpraszaj �acym obiektem, a przetwornikiem. W konsekwencji analizuj �ac sygna� powracaj �acy

tylko w pewnym, okre·slonym przedziale czasu, ograniczamy radialn �a wspó�rz�e dn �a badanego

obszaru. W ten sposób powsta� przezczaszkowy przep�ywomie rz dopplerowski (TCD), którego

schemat blokowy przedstawiony jest na rysunku 3.3.

Sygna� o cz�estotliwo ·sci ultrad·zwi�ekowej f1 jest wytwarzany przez generator fali no·snej.

Ten sam sygna� po obni�zeniu jego cz�estotliwo ·sci jest wykorzystywany do wygenerowania syg-

na�ów bramki nadajnika (o czasie trwania τn) i odbiornika (o czasie trwania τo) oraz czasu

opó·znienia τd . Nadajnik emituje paczki impulsów ultrad·zwi�ekowych o cz �estotliwo ·sci f1 i cz�es-

totliwo·sci powtarzania fimp. W celu umo�zliwienia detekcji kwadraturowej, odbierany sygna�

jest doprowadzany do dwóch uk�adów mno�z �acych i mno�zony p rzez dwa sygna�y o cz�estotli-

wo·sci f1, przesuni�ete wzgl�edem siebie w fazie o π=2. Sygna�y iloczynowe s �a nast�epnie do-

prowadzane do bramek próbkuj �acych odbiornika. Bramki odb iornika s �a otwierane po czasie τd
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Poziom sygna�u na wyj·sciu TCD
pochodz �acego od obiektu

Odleg�o·s·c
obiektu

cτo

cτn

cτo

cτd

Rysunek 3.2. Charakterystyka �czu�o ·sci odleg�o·sciowej� impulsowego przep�ywomierza

dopplerowskiego. (Na rysunku przedstawiono sytuacj�e, gdy τn � τo. W przeciwnym wypadku

na rysunku nale�zy zamieni ·c miejscami oznaczenia τn i τo.)

na czas τo, dzi�eki czemu odbierane jest tylko echo pochodz �ace od obi ektów znajduj �acych si�e w

odleg�o·sci l = τd
2c , gdzie c jest pr�edko ·sci �a rozchodzenia si�e ultrad·zwi�eków w tkance.

(Bywa stosowane tak�ze inne rozwi �azanie [11], w którym jed en uk�ad �Quadrature Sampler -

próbkuj �acy uk�ad kwadraturowy� realizuje równocze·snie funkcj�e próbkowania i mno�zenia. Jest

to zrealizowane w ten sposób, �ze w czasie otwarcia bramki τo sygna� odbierany jest próbkowany

kilkakrotnie, przy czym momenty próbkowania w obu torach s �a przesuni�ete wzgl�edem siebie

o 1
4

1
f1

. Oba te rozwi �azania s �a jednak równowa�zne, je·sli chodzi o w�a·sciwo·sci uzyskiwanego

sygna�u dopplerowskiego).

Z uwagi na niezerowe czasy trwania impulsów bramek nadawcze j i odbiorczych, b�ed �a od-

bierane tak�ze, cho ·c s�abiej, echa pochodz �ace od obiektów po�o�zonych nieco d alej i nieco bli�zej.

Charakterystyka �odleg�o ·sciowej czu�o·sci� przep�ywomierza impulsowego b�edzie odpowiada�a

splotowi impulsów bramkuj �acych nadajnika i odbiornika, p rzyjmuj �ac dla impulsów prostok �at-

nych kszta�t trapezoidalny (rys. 3.2).

Pe�n �a analiz�e dzia�ania uk�adu TCD mo�zna znale·z ·c w publikacjach [27] i [11]. Na potrzeby

tej pracy wystarczy stwierdzi·c, �ze je ·sli w danej chwili t obiekt, rozpraszaj �acy fal�e ultra-

d·zwi�ekow �a jest odleg�y o nλ
2 + l (t), gdzie λ jest d�ugo·sci �a fali ultrad·zwi�ekowej w tkance, a

0 � l (t) < λ=2, to odbierany sygna� dopplerowski b�edzie mia� posta ·c:

X (t) = βcos

�
2π f1t +

4πl (t)
λ

�
(3.6)

Je·sli wprowadzimy oznaczenie:

ϕ(t) =
4πl (t)

λ
(3.7)

16



To mo�zemy przedstawi ·c odbierany sygna� w postaci:

X (t) = βcos(2π f1t +ϕ(t)) = βcos2π f1t cosϕ(t)� βsin2π f1t sinϕ(t) (3.8)

Po próbkowaniu kwadraturowym uzyskamy wówczas sygna�y - sy nfazowy i kwadraturowy:

I (t) = βcosϕ(t) (3.9)

Q(t) = �βsinϕ(t) (3.10)

Powy�zszy opis sygna�u zostanie wykorzystany w wyprowadzeniu modelu niestacjonarnego syg-

na�u dopplerowskiego.

Je·sli za�o�zymy, �ze wszystkie obserwowane obiekty poruszaj �a si�e w kierunku do g�owicy,

lub od g�owicy, to mo�zna wykorzysta ·c tylko jeden z tych sygna�ów. Je ·sli jednak chcemy odd-

zieli·c sygna�y pochodz �ace od obiektów zbli�zaj �acych si�e do g� owicy od sygna�ów pochodz �acych

od obiektów oddalaj �acych si�e od g�owicy, to musimy wykorz ysta·c oba sygna�y - synfazowy i

kwadraturowy.

Mo�zemy to zrobi ·c, traktuj �ac je jak sk�adow �a rzeczywist �a ( I (t))i urojon �a (Q(t)) pewnego

sygna�u zespolonego, którego cz�estotliwo ·s·c jest wi�eksza od zera dla obiektów zbli�zaj �acych si�e

do g�owicy, a mniejsza od zera dla obiektów oddalaj �acych si �e od g�owicy. W ten sposób, wyz-

naczaj �ac dyskretn �a transformat�e Fouriera takiego sygn a�u zespolonego, uzyskujemy oddzielnie

widmo sygna�ów pochodz �acych od obiektów oddalaj �acych si �e od g�owicy, a oddzielnie widmo

sygna�ów pochodz �acych od obiektów zbli�zaj �acych si�e do g�owicy.

Mo�zemy tak�ze uzyska ·c w postaci analogowej rozdzielone sygna�y przep�ywu w przó d i

wstecz, je·sli przeprowadzimy pewn �a dodatkow �a obróbk�e sygna�u.

W poni�zszych rozwa�zaniach wykorzystamy kolejn �a wa�zn �a cech�e przezczaszkowego

przep�ywomierza dopplerowskiego: mimo i�z jest to uk�ad ni eliniowy (realizowane s �a w nim

nieliniowe operacje mno�zenia i próbkowania) to jednak spe �nia on zasad�e superpozycji w tym

sensie, �ze sygna� wyj ·sciowy jest superpozycj �a sygna�ów uzyskiwanych od poszcz ególnych

obiektów rozpraszaj �acych fale ultrad·zwi�ekowe.

Rozwa�zmy obiekt poruszaj �acy si�e do g�owicy z pewn �a pr�e dko·sci �a radialn �a vr;1. Sk�adowe

sygna�ów kwadraturowego i synfazowego pochodz �ace od tego obiektu b�ed �a opisane równani-

ami:

I1 (t) = β1 cos

�
ϕ1(0)�

4πvr;1t
c

�
(3.11)

Q1 (t) = �β1 sin

�
ϕ1(0)�

4πvr;1t

c

�
(3.12)
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Uwzgl�edniaj �ac odpowiednio parzysto ·s·c i nieparzysto·s·c funkcji cosinus i sinus mo�zemy zapisa ·c

te równania w postaci:

I1 (t) = β1 cos

�
�ϕ1(0)+

4πvr;1t

c

�
(3.13)

Q1 (t) = β1 sin

�
�ϕ1(0)+

4πvr;1t
c

�
(3.14)

Przepu·s·cmy sygna� kwadraturowy przez uk�ad przesuwaj �acy faz�e sy gna�u o �π=2 w szerokim

zakresie cz�estotliwo ·sci i oznaczmy uzyskany w ten sposób sygna� Q� (t).

I1 (t) = β1 cos

�
�ϕ1(0)+

4πvr;1t
c

�
(3.15)

Q�
1 (t) = β1 cos

�
�ϕ1(0)+

4πvr;1t

c

�
= I1 (t) (3.16)

Dla podobnego obiektu, poruszaj �acego si�e w kierunku �od g �owicy� z pr�edko ·sci �a radialn �a vr;2

uzyskamy:

I2 (t) = β2 cos

�
ϕ2(0)+

4πvr;2t

c

�
(3.17)

Q2 (t) = �β2 sin

�
ϕ2(0)+

4πvr;2t

c

�
(3.18)

A po przesuni�eciu fazy sygna�u Q(t):

I2 (t) = β2 cos

�
ϕ2(0)+

4πvr;2t

c

�
(3.19)

Q�
2 (t) = �β2 cos

�
ϕ2(0)+

4πvr;2t

c

�
= �I2 (t) (3.20)

Wypadkowe sygna�y Iw (t) i Q�
w (t) b�ed �a opisane równaniami:

Iw (t) = I1 (t)+ I2 (t) (3.21)

Q�
w (t) = Q�

1 (t)+Q�
2 (t) = I1 (t)� I2 (t) (3.22)

W takim razie suma i ró�znica tych sygna�ów b�ed �a równe odpo wiednio:

Iw (t)+Q�
w (t) = 2I1 (t) (3.23)

Iw (t)� Q�
w (t) = 2I2 (t) (3.24)

co oznacza, �ze mo�zliwe jest rozdzielenie sygna�ów pr�edk o·sci przep�ywu do przodu i wstecz.

Uk�ad wszechprzepustowy przesuwaj �acy faz�e sygna�u o �π=2 dla wszystkich cz�estotli-

wo·sci by�by uk�adem nieprzyczynowym, a przez to niemo�zliwym do realizacji, wystarczaj �ace
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jest jednak wykorzystanie dwukana�owego uk�adu, w którym p rzesuni�ecie fazy obu kana�ów

ró�zni si�e o �π=2. Przez jeden kana� takiego uk�adu przepuszczamy sygna� I (t), a przez drugi -

sygna� Q(t). Uk�ad taki mo�zna zrealizowa ·c na przyk�ad w sposób opisany w [29, rozdz. 7.4.1]

(w przypadku realizacji cyfrowej).

Schemat blokowy przezczaszkowego przep�ywomierza dopplerowskiego przedstawiono na

rysunku 3.3.
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ultrad·zwi�ekowej

Sygna� przep�ywu
�do g�owicy�

Sygna� przep�ywu
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Rysunek 3.3. Schemat blokowy przezczaszkowego przep�ywomierza dopplerowskiego, na pod-

stawie [27] i [11].
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4 W�a·sciwo·sci i model sygna�u z przezczaszkowego przep�y-

womierza dopplerowskiego

W tym rozdziale zostan �a omówione w�a ·sciwo·sci sygna�u uzyskiwanego z przezczaszkowego

przep�ywomierza dopplerowskiego oraz sformu�owany b�edz ie model pozwalaj �acy uzyskiwa ·c

syntetyczny sygna� dopplerowski o zadanych w�a·sciwo·sciach.

4.1 Powstawanie sygna�u dopplerowskiego i jego w�a·sciwo·sci statystyczne

Zagadnienia rozpraszania fal ultrad·zwi�ekowych na krwi b y�y ju�z rozwa�zane przez Angelsena

[23] oraz przez Mo i Cobbold’a [5]; w tej pracy przedstawi�em jednak w�asn �a analiz�e w�a ·s-

ciwo·sci sygna�u dopplerowskiego, ograniczon �a jedynie do badania zwi �azku mi�edzy pro�lem

pr�edko ·sci przep�ywu krwi, a widmem g�esto ·sci mocy sygna�u dopplerowskiego. Pozwoli�o to

upro·sci·c rozwa�zania, a tak�ze umo�zliwi�o sformu�owanie podstaw modelu niestacjonarnego syg-

na�u dopplerowskiego.

Rozproszona fala ultrad·zwi�ekowa odbierana przez przetw ornik odbiorczy stanowi super-

pozycj�e fal rozproszonych na poszczególnych niejednorod no·sciach tkanek przez które prze-

chodzi fala. W szczególno ·sci, w przypadku krwi takimi niejednorodno·sciami s �a krwinki czer-

wone.

Krwinki czerwone maj �a kszta�t dwuwkl�es�ych sp�aszczony ch dysków o ·srednicy oko�o 7,5

µ m i grubo·sci oko�o 2 µ m [38]. Jeden milimetr sze·scienny krwi zawiera przeci�etnie oko�o

5.000.000 krwinek czerwonych, przy czym oczywi·scie ilo·s·c ta podlega pewnym losowym �uk-

tuacjom. Z uwagi na dobre przenikanie przez ko·sci czaszki, przezczaszkowy przep�ywomierz

dopplerowski wykorzystuje najcz�e ·sciej fal�e o cz�estotliwo ·sci 2 MHz, maj �ac �a (przy pr�edko ·sci

rozchodzenia si�e ultrad·zwi�eków we krwi c � 1570m=s) d�ugo·s·c λ � 785 µ m.

Je·sli uwzgl�ednimy, �ze próbka krwi, z której odbierany jest s ygna� (por. rys. 4.1) ma ·srednic�e

przynajmniej 3-4 mm (zale�zy to od g��eboko ·sci, poniewa�z g�owica ultrad·zwi�ekowa jest najcz�e ·s-

ciej zogniskowana na sta�e, na g��eboko ·s·c oko�o 50 mm), a d�ugo·s·c od 5 do 12 mm [26], to

oczywiste si�e stanie, �ze w powstawaniu sygna�u dopplerow skiego bardzo wa�zn �a rol�e odgrywa

interferencja fal rozproszonych na du�zej liczbie krwinek, lub ich grup.

Aby przeanalizowa·c powstawanie rozproszonej fali ultrad·zwi�ekowej, rozwa �zmy najpierw

fragment analizowanej próbki, w którym krwinki poruszaj �a si�e z tak �a sam �a pr�edko ·sci �a (pó·zniej

ustalimy jak wyodr�ebni ·c takie fragmenty). Podzielmy ten fragment próbki krwi na �e l-

ementarne sze·sciany� o d�ugo ·sci kraw�edzi równej λ=20 = 39;25µ m. Poniewa�z fragment

ten ma wielko·s·c znacznie mniejsz �a od d�ugo ·sci fali, mo�zemy go potraktowa ·c jako ·zród�o
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fali rozproszonej o fazie zale�znej od odleg�o ·sci od przetwornika i pewnej losowej ampli-

tudzie. Amplituda fali rozproszonej na takim �sze ·scianie elementarnym� zale�zy od ilo ·sci za-

wartych w nim krwinek czerwonych (·srednio taki sze·scian powinien zawiera·c (39;25µ m)3 �

5:000:000krwinek=mm3 � 300krwinek) , oraz od tego w jaki sposób s �a one u�o�zone. Dla

naszych rozwa�za ·n wystarczy jednak, �ze amplitud�e t�e potraktujemy jako pe wn �a zmienn �a losow �a,

przyjmuj �ac �a warto ·sci ze zbioru R+. Dok�adne informacje o rozk�adzie tej zmiennej nie b�ed �a

nam potrzebne, wystarczy wiedzie·c, �ze amplituda fali rozproszonej na �sze ·scianie elemen-

tarnym� ma pewn �a warto ·s·c oczekiwan �a (oznaczmy j �a Ase) i wariancj�e (oznaczmy j �a D2
se), co

wynika z ograniczono·sci amplitudy fali rozproszonej1. Zak�adamy, �ze amplitudy fali rozpros-

zonej na poszczególnych �sze ·scianach elementarnych� s �a zmiennymi losowymi niezale�z nymi.

Za�o�zenie to mo�zna uzasadni ·c tym, �ze rozmiary sze ·scianu elementarnego s �a znacznie wi�ek-

sze od rozmiarów pojedynczej krwinki, b �ad·z typowych agre gatów krwinek oraz du�z �a ilo ·sci �a

krwinek zawartych w takim sze·scianie. Oczywi·scie za�o�zenie to b�edzie tym lepiej spe�nione

im wi�ekszy �sze ·scian elementarny� uwzgl�ednimy, jednak wtedy jego rozmia ry zaczn �a by ·c

porównywalne z d�ugo ·sci �a fali.

Podej·scie Angelsena [23] mo�zemy traktowa ·c jako przypadek szczególny, dla d�ugo ·sci

kraw�edzi sze ·scianu elementarnego d �a�z �acej do zera. Oczywi ·scie spowodowa�o to konieczno·s·c

uwzgl�ednienia przestrzennej korelacji amplitudy fal pochodz �acych od s �asiednich obszarów

strumienia krwi.

Podej·scie przedstawione w tej pracy jest pewnym przybli�zeniem, pozwoli�o ono jednak

znacznie upro·sci·c obraz zjawiska powstawania rozproszonej fali ultrad·zwi �ekowej, a uzyskane

wyniki ·swiadcz �a o zachowaniu dobrej zgodno ·sci z �zyczn �a rzeczywisto ·sci �a.

Stref�e strumienia krwi o jednakowej pr�edko ·sci przep�ywu podzielmy na fragmenty o d�u-

go·sci λ=2, które nast�epnie podzielimy na dwa segmenty o d�ugo ·sci λ=4 oznaczone �I� i �II�

(rys. 4.1). Dla ka�zdego �sze ·scianu elementarnego� nale�z �acego do segmentu �I�, mo�ze my

wówczas znale·z ·c sze·scian nale�z �acy do segmentu �II�, daj �acy fal�e o przeciwn ej fazie. Oczy-

wi·scie musimy uwzgl�edni ·c to, �ze d�ugo ·s·c próbki krwi, z której odbieramy sygna� z regu�y nie

jest równa ca�kowitej wielokrotno ·sci d�ugo·sci fali. Jednak taka �nadmiarowa warstwa� ma

grubo·s·c nie wi�eksz �a ni�z λ=4 � 0;196mm, co w przypadku grubo·sci ca�ej próbki wynosz �acej 5

mm stanowi nieca�e 4% jej d�ugo·sci. Poza tym fakt, �ze granice strefy, z której odbierany je st

sygna� nie s �a ostre, co wi �a�ze si�e z kszta�tem charaktery styki �czu�o ·sci odleg�o·sciowej� TCD

(rys. 3.2) oraz istnieniem pewnego sko·nczonego czasu narastania i wybrzmiewania nadawanego

sygna�u ultrad·zwi�ekowego [27, rozdz. 11.3], wp�ywa na da lsze zmniejszenie wp�ywu takich

1Funkcja ograniczona jest ca�kowalna i ca�kowalna z kwadratem, z czego wynika istnienie warto·sci oczeki-

wanej i wariancji
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Segment �A� Segment �B�

λ=4 λ=4

m warstw o grubo·sci λ
4m

ka�zda zawiera n �sze ·scianów elementarnych�

λ=2 λ=2

k warstw o grubo·sci λ=2
Przetwornik

Rysunek 4.1. Podzia� warstwy krwi na �sze ·sciany elementarne�
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�ko ·ncowych� warstw.

Amplituda superpozycji fal pochodz �acych od pary �sze ·scianów elementarnych� nale�z �acych

do warstw �I� i �II�, b�edzie wówczas zmienn �a losow �a przyj muj �ac �a warto ·sci ze zbioru R, o ze-

rowej warto·sci oczekiwanej i dwukrotnie wi�ekszej wariancji (2 � D2
se).

Poniewa�z za�o�zyli ·smy, �ze amplitudy fal rozproszonych na poszczególnych sze ·scianach s �a

niezale�zne, wi�ec tak�ze amplitudy fal rozproszonych na p oszczególnych parach sze ·scianów b�ed �a

niezale�zne. Amplituda fali pochodz �acej od ca�ej pary war stw b�edzie sum �a zmiennych losowych

o jednakowych rozk�adach, a wi�ec, zgodnie z centralnym twierdzeniem granicznym b�edzie ona

mia�a rozk�ad normalny N(0;
p

2nD2
se).

�Zeby uzyska·c rozk�ad amplitudy i fazy (czyli amplitudy zespolonej) fali rozproszonej na

ca�ej parze warstw, musimy uwzgl�edni ·c zale�zno ·sci fazowe.

Ponumerujmy poszczególne warstwy od 1 do m, przyjmuj �ac równocze ·snie, �ze za zerowe

przesuni�ecie fazy uznajemy to, które odpowiada warstwie o numerze 1. Fala rozproszona na

i-tej parze warstw b�edzie wi�ec opisana równaniem:

Xi(t) = Ai � cos(ωt +ϕi) (4.1)

gdzie ϕi = π(i�1)
m

W takim razie fala rozproszona na parze segmentów �I� i �II�, b�ed �aca superpozycj �a fal

pochodz �acych od poszczególnych par warstw b�edzie opisan a równaniem:

Xw(t) =
m

∑
i=1

Xi(t) =
m

∑
i=1

Ai � cos(ωt +ϕi) (4.2)

Przedstawmy ten sygna� jako sum�e dwóch sk�adowych: sinuso idalnej (kwadraturowej) i cosi-

nusoidalnej (synfazowej):

Xw(t) = Iw � cos(ωt)+Qw � sin(ωt) (4.3)

Poniewa�z:

cos(ωt +ϕi) = cos(ωt) � cosϕi � sin(ωt) � sinϕi (4.4)

Otrzymujemy:

Iw =
m

∑
i=1

Ai � cosϕi (4.5)

Qw =
m

∑
i=1

Ai � sinϕi (4.6)

Oczywi·scie amplitudy Qw i Iw s �a tak�ze zmiennymi losowymi, przyjmuj �acymi warto ·sci ze zbioru

R1
+. Poniewa�z warto ·sci amplitud sk�adowych Ai od poszczególnych par warstw s �a niezale�zne,
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zmienne losowe Iw i Qw jako sumy niezale�znych zmiennych losowych o rozk�adzie normal-

nym (por. równ. 4.6 i 4.5) tak�ze b�ed �a mia�y rozk�ad normal ny. Aby mie·c pe�n �a informacj�e

o ich � �acznym rozk�adzie, wystarczy wi�ec wyznaczy ·c ich warto·sci oczekiwane, wariancje i

wspó�czynnik korelacji.

Warto·sci oczekiwane zmiennych Iw i Qw s �a okre ·slone wzorami:

E(Iw) = E

 
m

∑
i=1

Ai � cosϕi

!
=

m

∑
i=1

E(Ai � cosϕi) = E(Ai)
m

∑
i=1

cosϕi = 0 (4.7)

E(Qw) = E

 
m

∑
i=1

Ai � sinϕi

!

=
m

∑
i=1

E(Ai � sinϕi) = E(Ai)
m

∑
i=1

sinϕi = 0 (4.8)

Warto·sci oczekiwane obu tych zmiennych losowych s �a wi�ec zerowe .

Wariancje zmiennych losowych Iw i Qw s �a okre ·slone równaniami:

D2(Iw) = E
�
Qw

2�=
m

∑
i=1

E
�
Ai

2 cos2 ϕi
�

=
m

∑
i=1

cos2 ϕi � E(Ai
2) = E(Ai

2)
m

∑
i=1

cos2 ϕi (4.9)

Poniewa�z: E(Ai
2) = 2nD2

se

m

∑
i=1

cos2 ϕi =
m

∑
i=1

�
1
2

+
1
2

� cos(2ϕi)

�
(4.10)

Twierdzenie pomocnicze

Udowodnimy, �ze:
^

m2Z
m�2

m

∑
i=1

cos
2πi
m

= 0 (4.11)

oraz
^

m2Z
m�2

m

∑
i=1

sin
2πi
m

= 0 (4.12)

Dowód:

Rozwa�zmy ci �ag geometryczny:

ai = e j 2πi
m = cos

2πi
m

+ j cos
2πi
m

(4.13)

Suma m pierwszych wyrazów tego ci �agu jest równa:

m

∑
i=1

e j 2πi
m = e j 2π

m
1 � e j 2πm

m

1 � e j 2π
m

= e j 2π
m

1 � e j2π

1 � e j 2π
m

= e j 2π
m

1 � 1

1 � e j 2π
m

= 0 (4.14)

Sum�e t�e mo�zemy jednak tak�ze przedstawi ·c w postaci:

m

∑
i=1

cos2πim+ j
m

∑
i=1

sin2πim (4.15)
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Zerowa warto·s·c sumy oznacza zerowanie si�e zarówno jej cz�e ·sci rzeczywistej, jak i urojonej, a

wi�ec prawdziwo·s·c równo ·sci 4.11 i 4.12. �

Uwzgl�edniaj �ac zale�zno ·s·c 4.11, mo�zemy z równa ·n 4.9 i 4.10 wyprowadzi·c zale�zno ·s·c:

D2(Iw) = nmD2
se (4.16)

Identyczn �a warto ·s·c otrzymaliby·smy dla D2(Qw)

Ostatnim parametrem � �acznego rozk�adu zmiennych Iw i Qw jest ich korelacja.

E(Iw � Qw) = E

 
m

∑
i=1

(Ai � cosϕi) �
m

∑
i=1

(Ai � sinϕi)

!

=

= E

 
m

∑
i=1

m

∑
j=1

AiA j cosϕi sinϕ j

!

=
m

∑
i=1

m

∑
j=1

E(AiA j)cosϕi sinϕ j (4.17)

Poniewa�z dla i 6= j zmienne losowe Ai i A j s �a niezale�zne, mo�zemy pomin �a ·c wszystkie sk�adniki

zawieraj �ace iloczyny Ai � A j dla i 6= j.

E(Iw � Qw) =
m

∑
i=1

E(AiAi)cosϕi sinϕi = E(A2
i )

m

∑
i=1

sin2ϕi = 2nV
m

∑
i=1

sin
2πi
m

(4.18)

Korzystaj �ac z udowodnionej poprzednio zale�zno ·sci 4.12 uzyskujemy E(Iw �Qw) = 0, czyli zmi-

enne losowe Iw i Qw s �a niezale�zne.

Ostatecznie otrzymujemy wi�ec wniosek, �ze zmienne losowe Iw i Qw s �a niezale�znymi zmi-

ennymi losowymi o rozk�adzie normalnym N(0;
p

nmD2
se)

Amplitudy sk�adowych: sinusoidalnej (kwadraturowej) i cosinusoidalnej (synfazowej) fali

rozproszonej na ca�ej próbce krwi, zawieraj �acej k bloków b�ed �a wi�ec niezale�znymi zmiennymi

losowymi o rozk�adzie normalnym N(0;
p

nkmD2
se). Poniewa�z iloczyn nkm jest proporcjon-

alny do obj�eto ·sci próbki, ostatecznie mo�zemy stwierdzi ·c, �ze amplitudy sk�adowych: synfa-

zowej i kwadraturowej fali rozproszonej na próbce krwi s �a n iezale�znymi zmiennymi losowymi

o rozk�adzie normalnym, zerowej warto·sci oczekiwanej i wariancji proporcjonalnej do obj�eto ·sci

próbki. �

4.2 Pro�l pr�edko ·sci przep�ywu krwi w naczyniach

Przy za�o�zeniu cylindrycznego kszta�tu naczynia, pr�edk o·s·c przep�ywu krwi jest funkcj �a

odleg�o·sci od ·srodka naczynia (rys. 4.2). Przyjmowana jest ([3], [5], [9], [34], [41], [40])
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